
幾何学 I　演習問題 No.8 (2020年 6月 17日)

レポート課題No.8　以下の問題89と問題92を解いて，6月 23日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題　

問題 86 Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2
1 + · · ·+ x2

n = 1} がRnの部分多様体
であることを次の二つの方法で確かめよ．

(1) 定義に基づき，Sn−1 の各点 pで Rn の座標近傍 (U ; y1, . . . , yn)をうま
くとると，U ∩ Sn−1 = {yn = 0}と書けることを示す．(例えば p =
(−1, 0, . . . , 0)で確かめよ．)

(2) 1は関数 f : Rn → R, f(x1, . . . , xn) = x2
1 + · · ·+ x2

nの正則値であること
を示す．

注：当然 (2)の方が容易である．(2)から (1)をどのように導いたか思い出し
ておこう．(沈め込みの局所座標表示に関する結果を使う．)

問題 87 M を C∞級多様体，p ∈ M とする．f を点 pの開近傍 U で定義さ
れたC∞級関数とする．授業で示したように，次の性質を持つ pの開近傍 V
と隆起関数 (bump function) ρ : M → Rが存在する：V ⊂ U , ρはC∞級関数
で，0 ≤ ρ(x) ≤ 1, Supp(ρ) ⊂ U , ρ|V = 1．このとき次の関数 f̃ : M → Rは
C∞級関数であって f̃ |V = f |V を満たすことを示せ．

f̃(x) =

{
ρ(x)f(x) x ∈ U

0 x /∈ U

問題 88 次のR2のベクトル場X, Y の交換子積 [X, Y ]を計算せよ．

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, Y = x

∂

∂y
− y

∂

∂x

(問題 93を使ってよい．)どうしてそのような計算結果になるか考察せよ．

標準問題　

問題 89 f : M → N を C∞級写像，q ∈ N を f の正則値とする．このとき
f−1(q)はMの部分多様体であり，p ∈ f−1(q)での接空間 Tpf

−1(q)は TpMの
部分ベクトル空間と見なすことができる (埋め込み写像 i : f−1(q) → M の微
分 dpiは単射なので)．Tpf

−1(q) = Ker(dpf : TpM → TqN)を示せ．
1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス

iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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問題 90 O(n,R) = {A ∈ Mn(R) : tAA = En}を直交群とする．

(1) O(n,R)がMn(R) ∼= Rn2
のコンパクト部分多様体であることを示せ．

(2) O(n,R)の単位元での接空間 o(n,R)をMn(R)の部分空間として求めよ．
o(n,R)が交換子積で閉じていることを示せ．

問題 91 積O(n,R) × O(n,R) → O(n,R)および逆元をとる写像O(n,R) →
O(n,R)がC∞級写像であることを示せ．

問題 92 ユニタリー群をU(n) = {A ∈ Mn(C) | tAA = En}で定義する．ここ
でMn(C)は複素数係数のn次正方行列全体のなすベクトル空間である．U(n)
はMn(C) ∼= Cn2 ∼= R2n2

の部分多様体であることを証明せよ．また U(n)の
単位元での接空間 u(n)をMn(C) = TEnMn(C) の部分空間として求め，それ
が括弧積で閉じていることを示せ．

問題 93 Rm上の C∞級ベクトル場X =
∑m

i=1 ξi(x)
∂
∂xi

, Y =
∑m

i=1 ηj(x)
∂
∂xi

を考える．C∞級関数 f に対して，[X,Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f))と定める
とき，

[X, Y ]f =
m∑
i=1

m∑
j=1

(
ξj(x)

∂ηi(x)

∂xj

− ηj(x)
∂ξi(x)

∂xj

)
∂f

∂xi

とかけることを示せ．

問題 94 多様体上のC∞級ベクトル場X, Y, ZおよびC∞級関数 f について，
次を示せ．

(1) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0．

(2) [X, fY ] = X(f)Y + f [X, Y ]．

問題 95 複素平面Cの座標 z = x +
√
−1y 7→ (x, y) ∈ R2を考える．C上の

ベクトル場X = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

(a, b ∈ R)はRiemann球面 Ĉ上のC∞級ベクトル
場に拡張されることを示せ．

問題 96 X = R× {0, 1} ⊂ R2に次の関係の生成する同値関係を入れる．

(x, 0) ∼ (y, 1) ⇐⇒ x = y かつ x ̸= 0

X には R2 からの相対位相を入れ，この同値関係についての商位相空間を
Y = X/ ∼とする．またUi ⊂ Y (i = 0, 1)をR×{i}の Y における像とする．

(1) Y はハウスドルフではないことを示せ．
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(2) Uiは Y の開集合であることを示せ．

(3) πi : R×{i} → Uiを自然な写像とする．πiは同相写像であり，{(U0, π
−1
0 ), (U1, π

−1
1 )}

は Y のC∞級アトラスであることを示せ．(したがって Y は「ハウスド
ルフでないC∞級多様体」である．)

(4) 開被覆 {U0, U1}に従属する 1の分割は存在するか．

問題 97 R2を次の同値関係∼で割った商位相空間をM とする．

(x, y) ∼ (x+ n, (−1)ny +m) n,m ∈ Z

π : R2 → M を商写像とする．M はハウスドルフであり，π : R2 → M がC∞

級写像になるようなC∞ 級多様体の構造を持つことを示せ．

発展問題　

問題 98 リー群Gが多様体M に推移的に作用するとする．ここでGのM
への作用とは，C∞級写像G×M → M, (g,m) 7→ g ·mで 1 ·m = mおよび
(g1g2) ·m = g1 · (g2 ·m)を満たすものが与えられることであり，作用が推移
的であるとは，任意の 2点m1,m2 ∈ Mに対して g ·m1 = m2 を満たす g ∈ G
が存在することである．m ∈ M を固定するとき，写像G → M, g 7→ g ·m
は沈め込みであることを示せ．

問題 99 リー群Gが多様体M に推移的に作用するとする．N,L ⊂ M を部
分多様体とする．このとき g ·N と Lが横断的に交わる g ∈ Gが存在するこ
とを示せ．(g ·N とLが横断的に交わるとは，任意の p ∈ (g ·N) ∩ Lに対し
て Tp(g ·N) + TpL = TpM が成り立つこと．横断性については，No.6の問題
69も見よ．)
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