
幾何学 I　演習問題 No.7 (2020年 6月 10日)

レポート課題No.7　以下の問題77と問題81を解いて，6月 16日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 71 関数 a(x)を次で定める．

a(x) =

{
e−1/x x > 0

0 x ≤ 0

自然数 kに関する帰納法で次を証明せよ．a(x)は k回微分可能であり，ある
多項式 Pk(y)が存在して次が成立する．

a(k)(x) =

{
Pk(1/x)e

−1/x x > 0

0 x ≤ 0

このことから a(x)はC∞級であることが従う．

問題 72 Mを位相多様体，(U,φ)をMの座標近傍とする．つまりU ⊂ Mは
Mの開集合でφ : U → U ′ ⊂ Rm はUとRmの開集合U ′の間の同相写像とす
る．Bϵ, Bϵで（原点中心の）Rmの開球体および閉球体を表すことにする．

Bϵ = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm | x2
1 + · · ·+ x2

m < ϵ2}
Bϵ = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm | x2

1 + · · ·+ x2
m ≤ ϵ2}

閉球体Bϵが U ′に含まれるとき，φ−1(Bϵ) = φ−1(Bϵ)を示せ．ただし左辺は
M における閉包をあらわす．(問題 40の類似問題)

問題 73 位相空間X の部分集合 U1, . . . , UN について U1 ∪ · · · ∪ UN = U1 ∪
· · · ∪ UN を証明せよ．

標準問題　

問題 74 位相多様体M に対して次の条件は同値であることを示せ．

(a) M は σコンパクト

(b) M は第二可算公理を満たす．（可算個の開基が存在する）
1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス

iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．

1



問題 75 位相空間Xの部分集合族{Gλ}λ∈Λが局所有限であるとき，次を示せ．∪
λ∈Λ

Gλ =
∪
λ∈Λ

Gλ.

問題 76 Mを第 2可算公理を満たすC∞級多様体とする．F1, F2を互いに交
わらない閉集合とするとき，M上のC∞級関数 f : M → Rであって f |F1 = 1,
f |F2 = 0となるものが存在することを示せ．

問題 77 Mを第 2可算公理を満たす多様体，N ⊂ Mを閉部分多様体とする．
N 上のC∞級関数 f はM 上のC∞級関数に拡張されることを示せ．

(ヒント：局所的な f の拡張 fαを作り，適当な 1の分割 {ρα}を用意して∑
α ραfαを考える．)

問題 78 写像 f : Sn → RPnを合成 Sn ↪→ Rn+1 \ {0} π−→ RPn により定める．
この写像 f は 2対 1の被覆写像であることを示せ．

問題 79 Hopf写像 f : S2n+1 → CPnがC∞級写像であって，沈めこみである
ことを証明せよ．

問題 80 RPn上の関数

f([x0, x1, . . . , xn]) =
x2
1 + 2x2

2 + · · ·+ nx2
n

x2
0 + · · ·+ x2

n

がC∞級であることを示し，その臨界点を求めよ．

問題 81 写像 f : RP2 → R6を (x, y, z) ∈ S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2+z2 =
1} に対して f([x, y, z]) = (x2, y2, z2, xy, yz, zx) と定義する．f はC∞級写像
であり，また埋め込みであることを示せ．

発展問題　

問題 82 (n + 1)変数多項式 f(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ R[x1, . . . , xn+1]が自然数
k ≥ 1に対して次の条件を満たすと仮定する．

f(λx1, . . . , λxn+1) = λkf(x1, . . . , xn+1) (∀λ ∈ R×)

∂f

∂x1

(x1, . . . , xn+1) = · · · = ∂f

∂xn+1

(x1, . . . , xn+1) = 0 =⇒ (x1, . . . , xn+1) = 0

このときRPnの部分集合

{[x1, . . . , xn+1] ∈ RPn | f(x1, . . . , xn+1) = 0}

はRPnの部分多様体であることを示せ．
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問題 83 σコンパクトかつ局所コンパクトなハウスドルフ位相空間はパラコ
ンパクトであることを示せ．(ヒント：1の分割の存在を示すときに授業で使っ
た補題を使う．)

問題 84 (長い半直線)　 ω1を最小の非可算順序数，すなわち非可算の整列
順序集合 ω1 であって任意の β ∈ ω1 に対して {α ∈ ω1 | α ≤ β}が可算集
合になるものとする．集合X = ω1 × [0, 1)に辞書式順序を入れる．つまり
(α, x) ≤ (β, y) ⇔ α ≤ βかつ α = βならば x ≤ yと定める．集合X の位相
を (a, b) = {x ∈ X | a < x < b}, a, b ∈ X の形の集合を開基とする位相とす
る．0 ∈ ω1を ω1の最小元とし，X∗ = X \ {(0, 0)}とおく．Xを閉じた長い
半直線，X∗を開いた長い半直線という．X∗は連結 1次元C∞多様体であっ
て，第 2可算ではない (したがって σコンパクトではない)ことを示せ．

問題 85 第 2可算公理を満たす多様体は可分 (稠密な可算部分集合を持つ)で
あることを示せ．逆に可分であるが第 2可算ではない多様体の例を挙げよ．
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