
幾何学 I　演習問題 No.12 (2020年 7月 15日)

レポート課題No.12　以下の問題135と問題140を解いて，7月21日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 133 αを滑らかな 1-form, ωを滑らかな 2-form, X, Y , Zを滑らかなベ
クトル場とする．次が成り立つことを問題 138, 問題 140の結果を利用して確
認せよ．

(α ∧ ω)(X, Y, Z) = α(X)ω(Y, Z) + α(Y )ω(Z,X) + α(Z)ω(X, Y )

dα(X, Y ) = Xα(Y )− Y α(X)− α([X, Y ])

dω(X, Y, Z) = Xω(Y, Z) + Y ω(Z,X) + Zω(X, Y )

− ω([X,Y ], Z)− ω([Y, Z], X)− ω([Z,X], Y )

問題 134 V を n次元実ベクトル空間とする．V の向きと，
∧n V の向きの間

に自然な一対一対応があることを示せ．また V の向きと，双対空間 V ∗の向
きの間に自然な一対一対応があることを示せ．

問題 135 Cnを実ベクトル空間とみて，その基底 (e1,
√
−1e1, e2,

√
−1e2, . . . , en,

√
−1en)

によって向きを定める．ただし e1, . . . , enはCnの (C上の)標準基底を表す．
R上の線形同型写像 f : Cn → R2nを f(z1, . . . , zn) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
と定める．ただし zk = xk +

√
−1ykとした．R2nに標準的な向き (つまり標

準基底 e1, . . . , e2nによる向き) を与えるとき，同型写像 f が向きを保つため
に自然数 nの満たすべき条件を求めよ．

問題 136 Xをコンパクト位相空間，{Vα : α ∈ A}を局所有限なXの被覆と
する．(Vαは開集合とは仮定しない．) このとき {α ∈ A : Vα ̸= ∅}は有限集
合であることを示せ．

標準問題

問題 137 V を Rベクトル空間，V ∗を V の双対空間，e∗1, . . . , e
∗
nを V ∗の基

底とする．I = (i1, . . . , ik)に対して V 上の k次の反対称形式 φI : V
k → Rを

φI(v1, . . . , vk) = det
(
e∗ia(vb)

)
1≤a,b≤k

と定める．Iが 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ nを満たす全ての組 (i1, . . . , ik)を動くと
き φI たちは V 上の全ての k次の反対称形式のなすRベクトル空間の基底を
なすことを示せ．

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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問題 138 V をR上の有限次元ベクトル空間とする．V ∗をV の双対空間とす
る．

∧k V ∗の元を授業で説明したとおりV k上の反対称形式と見なす．ただし，
授業での定義はφ1∧· · ·∧φk ∈

∧k V ∗ を (v1, . . . , vk) 7→ det((φi(vj))1≤i,j≤k)な
る反対称形式と見なすものであった．ω ∈

∧k V ∗，η ∈
∧l V ∗およびv1, . . . , vk+l ∈

V に対して

(ω∧η)(v1, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)ω(vσ(1), . . . , vσ(k))η(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l))

が成り立つことを示せ．

問題 139 R4上の 2次微分形式 ω = dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4を考える．

(1) 1次微分形式 α, βであって ω = α ∧ β を満たすものは存在しないこと
を示せ．(ヒント：ω ∧ ωを計算する．)

(2) 4次正方行列Aで表現される線形写像 f : R4 → R4 に対して，

f ∗ω = ω ⇐⇒ tAJA = J

を示せ．ただし J =

(
0 −E2

E2 0

)
は 4次正方行列．(ヒント：ωの与え

る反対称形式を考える．)

問題 140 C∞級k次微分形式ω ∈ Ωk(M)およびC∞級ベクトル場X1, . . . , Xk+1 ∈
X(M)に対して次の公式が成り立つことを示そう．

dω(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xiω(X1, . . . , X̌i, . . . , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̌i, . . . , X̌j, . . . , Xk+1)

まず各々の座標近傍上で両辺が等しいことを示せばよいことに注意する．つ
まり座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)をとり，X1, . . . , Xk+1をU 上のベクトル場，ω
を U 上の微分形式として等式を示せばよい．

(1) 右辺はX1, . . . , Xk+1の各々についてC∞(U)線形であることを示せ．

(2) 右辺はX1, . . . , Xk+1の置換について反対称であることを示せ．

(3) 上の等式をX1 = ∂
∂xi1

, . . . , Xk+1 = ∂
∂xik+1

，i1 < · · · < ik+1のときに示

し，これから任意のX1, . . . , Xk+1 ∈ X(U) に対して成り立つことを結
論せよ．
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問題 141 M をm次元C∞級多様体，X1, . . . , XmをM のC∞級ベクトル場
でM の各点で接空間の基底をなすものとする．θ1, . . . , θmをM の 1次微分
形式でM の各点でX1, . . . , Xmの双対基底となるものとする．

(1) θiはC∞級の 1次微分形式であることを示せ．

(2) C∞級関数 ai,j,k ∈ C∞(M)に対して [Xi, Xj] =
∑n

k=1 ai,j,kXkが成り立
つとき，次を示せ．

dθi +
1

2

∑
j,k

aj,k,iθj ∧ θk = 0

問題 142 [0, 1]× (−1, 1)に次の関係の生成する同値関係を定める．

(0, x) ∼ (1,−x), x ∈ (−1, 1).

この同値関係に関する商位相空間M = [0, 1] × (−1, 1)/ ∼はMöbiusの帯と
呼ばれる．M に C∞級多様体の構造を定め，M が向きづけ不可能であるこ
とを示せ．

問題 143 R3の 2次微分形式 ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dyを考える．

(1) 点 p ∈ R3に対して ωp(v, w) = det(p, v, w) であることを示せ．ただし
p, v, wは 3次元縦ベクトルとみなしている．

(2) A ∈ GL(3,R)に対して fA : R3 → R3, p 7→ ApをAの定める線形写像
とする．f ∗

Aω = det(A)ωを示せ．

(3) i : S2 ⊂ R3を包含写像とし，η = i∗ωとおく．ηは S2の至る所消えな
い 2次微分形式であることを示せ．ただし，ηが至る所消えないとは任
意の p ∈ S2に対して ηp ̸= 0であること．

発展問題　

問題 144 X を C∞級ベクトル場，φtをX の flowとする．C∞級 k-form ω
に対して

LXω :=
d

dt
φ∗
tω

∣∣∣∣
t=0

を ωのXによる Lie微分という．LXω はC∞級 k-form である．次を示せ．

(1) LX(α ∧ β) = LXα ∧ β + α ∧ LXβ

(2) LX(dα) = d(LXα)

3



問題 145 問題 130の内部積を使って，ベクトル場X ∈ X(M)と k-form ω ∈
Ωk(M)の内部積 i(X)ω ∈ Ωk−1(M)が

(i(X)ω)p := i(Xp)ωp

と定義される．微分形式の Lie微分に関するCartanの公式

LXω = (i(X)d+ di(X))ω

を示せ．
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