
幾何学 I　演習問題 No.1　 (2020年 4月 15日)

第 1回レポート課題　以下の問題 2を解いて，4月 21日 17:00までにPandAでオン
ラインで提出してください．
今回のレポート課題はオンラインでの提出の練習，および，PC環境等が整って

いるかどうかのテストを兼ねています．(またTAの方には採点ができるかどうかの
テストも兼ねています．) 今回のレポートの点数は最終成績には反映させませんの
で，何かを提出してみて下さい．もちろん可能な限り内容のあるレポートをお願いし
ます．今後とも幾何学 Iの履修を継続する予定の人で，レポート問題の提出がPC環
境等の理由によりできなかった人はメールで入谷 (iritani@math.kyoto-u.ac.jp)
まで連絡してください．

基本問題

問題 1　Xを位相空間，A ⊂ Xを部分集合とする．Aに相対位相を入れるとき，包
含写像 i : A→ X, i(a) = a は連続であることを示せ.

問題 2　X を距離空間とする．距離から定まる位相についてX はハウスルドルフ
であることを示せ．

問題 3　ハウスドルフ位相空間X の部分集合 Aは相対位相についてハウスドルフ
であることを示せ．

問題 4　X, Y を位相空間，f : X → Y を連続写像とし，A ⊂ XとB ⊂ Y を部分集
合であって f(A) ⊂ Bが成り立つものとする．A,Bに相対位相を入れるとき，f を
Aに制限して得られる写像 f |A : A→ Bは連続であることを示せ．

問題 5　写像 f : Rn → Rmについて，次は同値であることを示せ．

(1) ∀x ∈ Rn, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 such that ∥x− y∥ < δ =⇒ ∥f(x)− f(y)∥ < ϵ

(2) 任意の開集合 U ⊂ Rmについて f−1(U)はRnの開集合

標準問題

問題 6　 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} を 2次元球面とする．S2にはR3

からの相対位相を入れるものとする．これに次のようにしてC∞級多様体の構造を
定める．

(1) S2はコンパクトハウスドルフ位相空間であることを示せ．

(2) U = S2 \ {(0, 0, 1)}, V = S2 \ {(0, 0,−1)}とおく．授業で説明した立体射影の
方法により写像

φ : U → R2 ψ : V → R2

を定めて，その具体的表示を与えよ．ただしφは北極 (0, 0, 1)からの立体射影，
ψは南極 (0, 0,−1)からの立体射影である．

(3) φおよび ψが同相写像であることを示せ．

(4) 座標変換 ψ ◦ φ−1および φ ◦ ψ−1を計算し，C∞級であることを確認せよ．ま
た座標変換の定義域も明示せよ．
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問題 7　 (X,OX)を位相空間, p : X → Y を全射とする．(pに関する)商位相とは次
で定義される Y の位相であったことを思い出そう．

OY = {U ⊂ Y | p−1(U) ∈ OX}

Zを別の位相空間とし，写像 h : X → Z, g : Y → Zが以下の可換図式を満たすとす
る（つまり h = g ◦ pとする）

X
p //

h   A
AA

AA
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A Y
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このとき，
gが連続 ⇐⇒ hが連続

を示せ．(この性質は大変有用である．）

問題 8　R2に次の同値関係∼を考える．

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ x− x′ ∈ Z, y − y′ ∈ Z

2次元トーラス T 2をR2をこの同値関係で割って得られる商位相空間と定義する．

(1) T 2はコンパクトハウスドルフ空間であることを示せ．

(2) p = (x0, y0) ∈ R2に対して集合 Up ⊂ T 2 及び写像 φp : Up → R2を次のように
定める．

Up =

{
[(x, y)] ∈ T 2

∣∣ |x− x0| <
1

2
, |y − y0| <

1

2

}
φp([x, y]) = (x, y) if |x− x0| <

1

2
and |y − y0| <

1

2

UpおよびU ′
p := φp(Up)が開集合であること，また φp : Up → U ′

pが同相写像で
あることを示せ．

(3) p, q ∈ R2に対して座標変換φq ◦φ−1
p の定義域を求め，C

∞級であることを示せ．

発展問題

問題 9　 {(x, y) ∈ R2 | xy = 0}は 1次元位相多様体の構造を持たないことを示せ．
問題 10　 1次元コンパクト連結位相多様体は円周 S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}
と同相であることを示せ．
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